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+   : Tambah 
×   : Kali 
∗   : Operasi biner 
∈   : Elemen 
∙   : Operasi Penggandaan 
=  : Sama dengan 
≠   : Tidak sama dengan 
𝐺   : Grup 
𝑅   : Ring 
ℝ   : Himpunan semua bilangan riil 
ℤ   : Himpunan semua bilangan bulat 
ℚ   : Himpunan semua bilangan rasional 
 𝑀2×2(ℝ)  : Matriks 2 × 2 dengan entri-entri rill 
∩   : Irisan 
⊕   : Jumlahan langsung 
∑   : Sigma 
→   : Pengaitan 
⇒   : Implikasi 
⇔   : Biimplikasi 
ℤ𝑛   : Bilangan bulat modulo n 










A. Latar Belakang 
Aljabar adalah salah satu cabang dari bidang matematika yang mempelajari 
tentang pemecahan masalah menggunakan simbol-simbol sebagai pengganti 
konstanta dan variabel. Salah satu cabang dari ilmu alajabar adalah aljabar abstrak 
atau biasa juga disebut aljabar modern. Aljabar abstrak secara dasar mempelajari 
tentang struktur-struktur aljabar beserta sifat-sifatnya. Dalam aljabar abstark, 
suatu struktur aljabar terdiri dari satu himpunan tak kosong atau lebih dengan satu 
operasi atau lebih serta memenuhi beberapa aksioma (Khotimah,2012:2) 
Strukur aljabar yang terdiri dari himpunan tak kosong R dengan satu operasi 
biner yang memenuhi beberapa aksioma, diantaranya asosiatif, memiliki elemen 
identitas, memiliki elemen invers dan komutatif dinamakan grup abelian. 
Sedangkan suatu himpunan tak kosong R dengan dua operasi biner yaitu operasi 
penjumlahan (+) dan perkalian (×) yang memenuhi tiga aksioma diantara yaitu 
(𝑅, +) berupa grup abelian, operasi kedua (×) bersifat asosiatif dan operasi kedua 
(×) bersifat  distributif terhadap operasi pertama (+) disebut ring (Dummit & 
Foote, 1991:510 dalam Dewi, 2013:3). Selanjutnya, struktur aljabar yang 
mempunyai dua himpunan tak kosong dengan dua operasi biner dan memenuhi 





Dalam struktur aljabar, terdapat sebuah operasi yang disebut “jumlahan 
langsung”. Jumlahan langsung dengan jumlahan biasa tidak sama. Pada 
penjumlahan biasa tidak memperhatikan urutan komponennya, tetapi pada 
penjumlahan langsung memperhatikan urutaun komponennya (Wildanianti, 
2009:54). Jumlahan langsung terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan 
jumlahan langsung internal. Yunita Wildanianti pada tahun 2009 telah membahas 
tentang penjumlahan langsung luar dan penjumlahan langsung dalam pada 
struktur aljabar modul  beserta sifat-sifatnya dalam penelitiannya yang berjudul 
Penjumlahan Langsung pada Modul, sedangkan dalam penelitian ini penulis 
bermaksud untuk mengkaji tentang jumlahan langsung eksternal dan jumlahan 
langsung internal pada struktur aljabar ring beserta sifat-sifatnya yang oleh 
penulis diberi judul “ Suatu Kajian Tentang Jumlahan Langsung pada Ring ” 
 
B. Rumusan Masalah 
Rumusan masalah yang diajukan pada peneletian ini adalah : 
1. Bagaimana konsep jumlahan langsung eksternal dan internal pada ring? 
2. Bagaimana sifat-sifat jumlahan langsung pada ring? 
 
C. Tujuan Peneltian 
Berdasarkan dari rumusan masalah, tujuan dari penelitian ini adalah: 
1. Menjelasakan tentang jumlahan langsung eksternal dan internal pada ring 






D. Manfaat Penelitian 
Peneliti berharap hasil dari  penelitian ini nantinya dapat bermanfaat  bagi 
berbagai kalangan, diantaranya: 
1. Bagi penulis 
Dapat menambah pemahaman serta memperluas wawasan disiplin ilmu 
khususnya mengenai jumlahan langsung pada ring. 
2. Bagi pembaca 
Sebagai tambahan bahan pelajaran dan informasi tentang jumlahan langsung 
pada ring. 
3. Bagi instansi 
Sebagai bahan informasi pada pembelajaran mata kuliah aljabar abstrak dan 







Cabang matematika yang mempelajari struktur aljabar di sebut aljabar 
abstrak. Sistem aljabar terdiri dari himpunan objek dengan satu atau lebih operasi 
yang memenuhi aksioma-aksioma tertentu. 
 
A. Grup 
Struktur aljabar dengan satu himpunan objek dan satu operasi yang 
memenuhi aksioma-aksioma tertentu disebut grup. 
sebelum membahas definisi grup terlebih dahulu akan dibahas mengani 
operasi biner. 
Definisi 2.1 (Tahmir, 2004: 20)  
Misal 𝐺 himpunan tak kosong, operasi ∗ pada 𝐺 adalah operasi biner jika untuk 
setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 maka 𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺 
 
1. Definisi grup 
Definisi 2.2 (Gallian, 2017: 43) 
Himpunan tak kosong 𝐺 dengan sebuah operasi biner ∗ disebut grup jika 
memenuhi sifat berikut : 
(i) Untuk setiap  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺   berlaku 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑐) = (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 ∈ 𝐺 (sifat 
asosiatif) 
(ii) Terdapat  𝑒 ∈ 𝐺 sehingga untuk setiap  𝑎 ∈ 𝐺 berlaku 𝑎 ∗ 𝑒 =  𝑒 ∗ 𝑎 =  𝑎 
(adanya unsur identitas di 𝐺) 
(iii)Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝐺 sehingga 𝑎 ∗  𝑎−1  =  𝑎−1 ∗ 𝑎 =  𝑒 
(adanya unsur invers setiap anggota di 𝐺)  
 
Selanjutnya,  himpunan tak kosong 𝐺 dengan operasi ∗ dinotasikan dengan 





𝑎 ∗ 𝑏 =  𝑏 ∗ 𝑎  untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, maka 𝐺 disebut grup komutatif, jika 
(𝐺,∗) memenuhi (i) disebut semigrup, dan jika (𝐺,∗) memenuhi (i) dan (ii) 
disebut monoid. 
Contoh 2.1 
Diberikan  𝑀2×2(ℝ) = {[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑
] | 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ}, (𝑀2×2(ℝ), +) merupakan grup 
komutatif karena memenuhi semua syarat grup komutatif. Penjelasannya sebagai 
berikut: 
Ambil sebarang 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑀2×2(ℝ), tulis 𝐴 = [
𝑎1 𝑏1
𝑐1 𝑑1
] , 𝐵 = [
𝑎2 𝑏2
𝑐2 𝑑2




], dengan 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1, 𝑑1, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2, 𝑑2, 𝑎3, 𝑏3, 𝑐3, 𝑑3 ∈ ℝ. 
Perhatikan bahwa: 







           = [
𝑎1 + 𝑎2 𝑏1 + 𝑏2
𝑐1 + 𝑐2 𝑑1+𝑑2
]  ∈ 𝑀2×2(ℝ)  
[karena bilangan riil memenuhi sifat tertutup] 
Jadi (𝑀2×2(ℝ), +) memenuhi sifat tertutup. 











𝑎1 + 𝑎2 𝑏1 + 𝑏2




]                              
                        = [
𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3 𝑏1 + 𝑏2 + 𝑏3
𝑐1 + 𝑐2 + 𝑐3 𝑑1+𝑑2 + 𝑑3
]  
= [
𝑎1 + (𝑎2 + 𝑎3) 𝑏1 + (𝑏2 + 𝑏3)
𝑐1 + (𝑐2 + 𝑐3) 𝑑1+(𝑑2 + 𝑑3)















                        = 𝐴 + (𝐵 + 𝐶)     
Jadi (𝑀2×2(ℝ), +) memenuhi sifat asosiatif. 
3. Pilih 𝐼 = [
0 0
0 0
]  ∈ 𝑀2×2(ℝ), sehingga 






















Karena 𝐴 + 𝐼 = 𝐼 + 𝐴 = 𝐴, maka (𝑀2×2(ℝ), +) memenuhi adanya unsur 
identitas dengan 𝐼 = [
0 0
0 0
] sebagai unsur identitasnya. 
4. Diketahui 𝐼 = [
0 0
0 0
], pilih 𝐴−1 = [
−𝑎1 −𝑏1
−𝑐1 −𝑑1
] ∈ 𝑀2×2(ℝ), sehingga 



































       = [
𝑎1 + 𝑎2 𝑏1 + 𝑏2
𝑐1 + 𝑐2 𝑑1+𝑑2
]  
       = [
𝑎2 + 𝑎1 𝑏2 + 𝑏1
𝑐2 + 𝑐1 𝑑2+𝑑1
]  







       = 𝐵 + 𝐴  
Definisi 2.3 (Tahmir, 2018: 10) 
Misalkan (𝐺,∗) adalah grup. 
a. Jika banyaknya anggota 𝐺 terhingga, maka (𝐺,∗) disebut grup terhingga. 
b. Jika banyaknya anggota G takterhingga, maka (𝐺,∗) disebut grup 
takterhingga. 
Untuk (ℤ, +), (ℚ, +), (ℝ, +), (ℂ, +) masing-masing merupakan grup takterhingga, 
sedangkan (ℤ𝑛, +) merupakan grup terhingga. 
 
2. Homomorpisma grup  
Definisi 2.4 (Tahmir, 2018: 20) 
Misalkan (𝐺,∗) dan (𝐺′, 𝜊) masing-masing adalah grup. Suatu fungsi 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ 
dinamakan suatu homomorpisma jika 𝑓(𝑎 ∗ 𝑏) = 𝑓(𝑎)𝜊𝑓(𝑏) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈
𝐺.  
 
Selanjutnya jika  𝑓 ∶  𝐺 →  𝐺’ suatu homomorpisma, maka 𝑓 juga disebut : 
a. Monomorpisma jika 𝑓 injektif 
b. Epimorpisma jika 𝑓 surjektif 
c. Isomorpisma jika 𝑓 bijektif 
d. Endomorpisma Jika 𝐺 =  𝐺’  







Diberikan (ℤ, +) dan (ℤ𝑚, +𝑚) masing-masing merupakan grup. 𝑓: ℤ → ℤ𝑚 yang 
di definisikan oleh 𝑓(𝑎) = 𝑚(𝑎), untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺. 𝑓 merupakan suatu 
homomorpisma karena: 
1. 𝑓 terdefinisi dengan baik. 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ dengan 𝑎 = 𝑏 maka 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏). 
ambil 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ sebaran. Perhatikan bahwa 𝑎 = 𝑏, sehingga 
𝑓(𝑏) = 𝑚(𝑏)  
  = 𝑚(𝑎)  
  = 𝑓(𝑎)  
2. 𝑓(𝑎+𝑍𝑏) = 𝑚(𝑎+𝑍𝑏) 
    = 𝑚(𝑎) +𝑍𝑚𝑚(𝑏)  
 
B. Ring 
Struktur aljabar dengan satu himpunan objek dan dua operasi yang memenuhi 
aksioma-aksioma tertentu disebut Ring. 
 
1. Definisi  
Definisi 2.5 (Dummit and Foote, 2004: 223) 
Misalkan 𝑅 suatu himpunan tak kosong dan pada 𝑅 di definisikan dua operasi 
biner yang dinotasikan + dan ∙, yang selanjutnya disebut operasi penjumlahan 
dan perkalian. Himpunan 𝑅 disebut ring terhadap operasi penjumlahan + dan 
perkalian ∙ jika memenuhhi sifat : 
(i) (𝑅, +) merupakan grup komutatif 
(ii) Operasi ∙ di 𝑅 bersifat tertutup, yaitu: 
(𝑟1  ∙  𝑟2) ∈ 𝑅  
𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑟1, 𝑟2 ∈  𝑅  
(iii) Operasi ∙ di 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu: 





𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈  𝑅  
(iv) Operasi penjumlahan dan perkalian di R bersifat: 
a. Distributif kiri: 
𝑟1 ∙  (𝑟2 + 𝑟3)  = (𝑟1  ∙  𝑟2)  + (𝑟1  ∙  𝑟3) 
𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈  𝑅  
b. Distributif kanan: 
(𝑟1 + 𝑟2) ∙  𝑟3)   = (𝑟1  ∙  𝑟3) + (𝑟2 ∙  𝑟3) 
       𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑠𝑒𝑡𝑖𝑎𝑝 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈  𝑅  
 
Secara ringkas, ring 𝑅 terhadap operasi penjumlahan dan perkalian dinotasikan 
sebagai (𝑅, +,∙). 
Contoh 2.4 : 
Contoh ring yang paling terkenal adalah bilangan bulat ℤ, rasional ℚ, riil ℝ dan 
kompleks ℂ terhadap operasi penjumlahan. 
Definisi 2.6 (Wahyuni dkk, 2016: 8) 
 Ring 𝑅 disebut: 
(i) Ring komutatif  jika 𝑅 komutatif terhadap perkalian (operasi kedua) 
yaitu 𝑟, 𝑠 ∈  𝑅 berlaku 𝑟𝑠 =  𝑠𝑟. 
(ii) Ring dengan elemen satuan jika 𝑅 mempunyai elemen satuan terhadap 
perkalian, yaitu terdapat 1𝑅 ∈  𝑅 sehingga untuk setiap 𝑟 ∈  𝑅 berlaku 
𝑟1𝑅  =  1𝑅𝑟 =  𝑟 
(iii) Ring komutatif dengan elemen satuan jika 𝑅 merupakan ring komutatif 
dan mempunyai elemen satuan terhadap perkalian. 
(iv) Ring pembagian jika 𝑅 mempunyai elemen satuan dan setiap elemen tak 
nol di 𝑅 mempunyai invers terhadap perkalian, yaitu untuk setiapa 
elemen tak nol di R terdapat 𝑟−1 di R sehingga 𝑟𝑟−1 = 𝑟−1𝑟 = 1𝑅 
 
Contoh 2.5: 
1. Ring 2ℤ,merupakan ring komutatif, tetapi tidak mempunyai elemen satuan. 
2. Ring 𝑀2×2(ℝ), merupakan ring dengan elemen satuan berupa matriks 
identitas𝐼2, tetapi bukan ring komutatif. 
3. Ring ℤ, ℝ, ℚ, dan ℂ masing-masing merupakan ring komutatif dengan elemen 
satuan. 





2. Ideal  
Definisi 2.7 (Suryanti, 2018: 57) 
Misalkan 𝑅 adalah suatu Ring dan 𝐼 adalah himpunan bagian dari Ring 𝑅 
dengan 𝐼 ≠ ∅, maka 𝐼 disebut Ideal dari 𝑅 jika: 
(i) Untuk setiap 𝑠1, 𝑠2 ∈ 𝐼, berlaku 𝑠1 − 𝑠2 ∈ 𝐼 
(ii) Untuk setiap 𝑠1 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 , berlaku 𝑠1𝑟, 𝑟𝑠1 ∈ 𝐼 
Apabila hanya memenuhi salah satu yaitu untuk setiap 𝑠1 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 , berlaku 
𝑠1𝑟 ∈ 𝐼 maka disebut ideal kanan dan untuk setiap 𝑠1 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 , berlaku 
𝑟𝑠1 ∈ 𝐼 maka disebut ideal kiri. 
 
Contoh 2.5: 
Diberikan ring matriks 𝑀2×2(ℝ). Misalkan  
𝐼1  =  {[
𝑎 0
𝑏 0
] | 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅}  
𝐼2  =   {[
𝑎 𝑏
0 0
] | 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅}  
Ideal 𝐼1 merupakan ideal kiri di 𝑀2×2(ℝ) dan 𝐼2 merupakan ideal kanan  di 
𝑀2×2(ℝ). 
Teorema 2.1(Wahyuni, dkk, 2016:19) 
Jika R merupakan ring dengan 𝐼1 dan 𝐼2 masing-masing merupakan ideal dari R, 
maka 
(i) 𝐼1 ∩ 𝐼2 merupakan ideal di R 
(ii) 𝐼1 + 𝐼2 = {𝑎 + 𝑏|𝑎 ∈ 𝐼1 𝑑𝑎𝑛 𝑏 ∈ 𝐼2} merupakan ideal di R 
 
Bukti 
Diketahui I1 dan I2 masing-masing merupakan ideal dari 𝑅. 
(i) akan dibuktikan 𝐼1 ∩ 𝐼2 merupakan ideal di R.  
ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑥, 𝑦 ∈  𝐼1 ∩ 𝐼2. 
karena 𝑥, 𝑦 ∈  𝐼1, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐼2, 𝐼1 dan 𝐼2 ideal, diperoleh: 
1. 𝑥 − 𝑦 ∈  𝐼1 dan 𝑥 − 𝑦 ∈  𝐼2 
2. 𝑟𝑥 ∈  𝐼1 dan 𝑥𝑟 ∈  𝐼1 





akibatnya, 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼1 ∩ 𝐼2, 𝑟𝑥 ∈ 𝐼1 ∩ 𝐼2, dan 𝑥𝑟 ∈  𝐼1 ∩ 𝐼2. 
jadi, 𝐼1 ∩ 𝐼2 merupakan ideal di R. 
(ii) akan dibuktikan 𝐼1 + 𝐼2 merupakan ideal di R. 
ambil sebarang 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑥, 𝑦 ∈  𝐼1 + 𝐼2, tulis 𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2, 𝑦 = 𝑏1 +
𝑏2, untuk suatu 𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝐼1 dan 𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝐼2. Karena 𝐼1, 𝐼2 merupakan ideal 
di R diperoleh 𝑎1 − 𝑏1 ∈ 𝐼1 dan 𝑎2 − 𝑏2 ∈ 𝐼2, 𝑟𝑎1 ∈ 𝐼1, 𝑎1𝑟 ∈ 𝐼1, 𝑟𝑎2 ∈
𝐼2, 𝑎2𝑟 ∈ 𝐼2 sehingga 
1. 𝑥 − 𝑦 = 𝑎1 + 𝑎2 − (𝑏1 + 𝑏2)  
= (𝑎1 − 𝑏1) + (𝑎2 − 𝑏2) ∈ 𝐼1 + 𝐼2  
2. 𝑥𝑟 = (𝑎1 + 𝑎2)𝑟 
= 𝑎1𝑟 + 𝑎2𝑟 ∈ 𝐼1 + 𝐼2  
3. 𝑟𝑥 = 𝑟(𝑎1 + 𝑎2) 
= 𝑟𝑎1 + 𝑟𝑎2 ∈ 𝐼1 + 𝐼2  
jadi, 𝐼1 + 𝐼2 merupakan ideal di 𝑅 
 
3. Homomorpisma Ring  
Definisi 2.8 (Setiawan, 2014: 122) 
Jika (𝑅, +𝑅 ,×𝑅) dan (𝑅′, +𝑅′,×𝑅′) ring, pemetaan 𝑓: 𝑅  →  𝑅′ adalah ring 
homomorpisma jika: 
𝑓(𝑎+𝑅𝑏) = 𝑓(𝑎)+𝑅′𝑓(𝑏) 
dan  
𝑓(𝑎 ×𝑅 𝑏) = 𝑓(𝑎) ×𝑅′ 𝑓(𝑏) 
untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 
 
Selanjutnya jika  𝑓 ∶  𝑅 →  𝑅’ suatu homomorpisma, maka 𝑓 juga disebut : 
a. Monomorpisma jika 𝑓 injektif 





c. Isomorpisma jika 𝑓 bijektif 
d. Endomorpisma Jika 𝑅 =  𝑅’  
e. Automorpisma jika 𝑅 =  𝑅’  dan 𝑓 bijektif 
Contoh 2.6: 




Jika diambil sebarang  𝑥, 𝑦  ∈  𝑅 maka  berlaku sifat 
𝑓 (𝑥 +  𝑦)  =  (
𝑥 + 𝑦 0
0 𝑥 + 𝑦
)   
                      =  (
𝑥 0
0 𝑥




                      =  𝑓 (𝑥)  +  𝑓(𝑦)  
𝑓 (𝑥 ×  𝑦)  =  (
𝑥𝑦 0
0 𝑥𝑦
)   
                      =  (
𝑥 0
0 𝑥




                      =  𝑓 (𝑥)  ×  𝑓(𝑦)  
Artinya 𝑓 homomorpisma ring . 
C. Hasil Kali Kartesian 
Definisi 2.9(Bhattacharya, dkk, 1994: 9) 
misal 𝐴, 𝐵 adalah himpunan. Hasil kali kartesian dari 𝐴 dan B adalah: 
𝐴 × 𝐵 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵} 
 
Contoh 2.7:  
Misal 𝐴 = {1,2}, 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 
Hasil kali kartesian dari A dan B adalah: 





D. Penelitian Relevan 
Adapun penelitian yang dijadikan acuan pada penelitian ini adalah penelitian 
Wildanianti (2009) yang berjudul Penjumlahan langsung pada Modul, dan Patty 
(2014) yang berjudul hasul Kali Langsung S-Near-Ring dan S-Near-Ring Bebas.  
Dalam  penelitiannya, Yunita Wildanianti memaparkan penjelasan tentang 
penjumlahan langsung luar dan penjumlahan langsung dalam serta 
mendeskripsikan sifat-sifat penjumlahan langsung pada Modul, sementara dalam 
penelitian Henry W.M Patty membahas tentang hasil kali langsung pada S-near-
ring dan struktur near-ring Smarandache bebas. 
Terdapat sifat penjumlahan langsung pada modul di dalam penelitian Yunita 
Wildanianti yang akan dijadikan acuan oleh penulis untuk membangun sifat yang 
serupa pada struktur aljabar ring, begitupun pada penelitian Henry W.M Patty, 
terdapat satu  sifat pada jumlah  langsung S-near-ring yang dijadikan motivasi 







A. Jenis Penelitian  
Penelitian yang dilakukan merupakan jenis penelitian dasar atau murni. 
Metode penelitian yang digunakan adalah metode studi literatur, yaitu dengan 
membaca literatur-literatur yang berhubungan dengan jumlahan langsung pada 
ring. 
 
B. Waktu dan Lokasi Penelitian  
Penelitian ini akan dilaksanakan pada bulan Juli 2019 s/d November 2019 di 
Perpustakaan Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan 
Alam, Universitas Negeri Makassar.  
 
C. Fokus Kajian 
Fokus kajian pada penelitian ini terletak pada penjelasan tentang jumlahan 
langsung pada ring dan sifat-sifat jumlahan langsung pada ring. 
 
D. Prosedur Penelitian  







1. Menjelasakan tentang jumlahan langsung eksternal dan internal pada ring 
a. Mempelajari teori-teori tentang grup dan ring sebagai landasan utama 
definisi maupun teorema tentang jumlahan langsung eksternal dan 
internal pada ring. 
b. Menentukan definisi-definisi, penjelasan definisi serta memberikan 
contoh tentang jumlahan langsung eksternal dan internal pada ring 
2. Mengkaji sifat-sifat jumlahan langsung pada ring 
a. Menunjukkan  sifat-sifat jumlahan langsung pada ring yang dimotivasi 
dari sifat penjumlahan langsung pada modul dan sifat jumlah langsung 
pada near-ring, serta pada referensi lain. 
b. Memaparkan pembuktian dari teorema-teorema yang telah ditunjukkan  
menggunakan bantuan dari definisi ideal, ring, jumlahan langsung 













E. Skema Penelitian  





Mempelajari dan memahami teori-teori tentang grup 
dan ring 
Menjelaskan tentang jumlahan langsung eksternal dan 
internal pada ring 
Menentukan sifat-sifat jumahan langsung pada ring 
Membuktikan sifat-sifat jumlahan langsung pada ring 




HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
Berdasarkan kajian pustaka dan beberapa literatur, berikut ini akan dibahas 
mengenai konsep pada jumlahan langsung pada ring baik itu jumlahan langsung 
eksternal maupun internal beserta sifat-sifatnya.  
 
A. Hasil Penelitian 
Berikut ini beberapa definisi dan teorema yang digunakan untuk 
mengetahui apa itu jumlahan langsung pada ring beserta sifat-sifatnya: 
 
1. Jumlahan Langsung pada Ring  
Jumlahan langsung pada ring terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan 
jumlahan langsung internal. Berikut diuraikan definisi dari keduanya. 
a. Jumlahan langsung eksternal  
Definisi 4.1(hartley dan hawkes, 1970:33) 
Misalkan 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛 adalah kumpulan ring dan R adalah Hasil kali 
kartesian pada himpunan 𝑅𝑖, dan didefinisikan operasi pada 𝑅 “secara 
komponen”, yaitu: 
i. (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) + (𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) = (𝑟1 + 𝑠1, 𝑟2 + 𝑠2, … , 𝑟𝑛 + 𝑠𝑛)  
ii. −(𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛) = (−𝑟1, −𝑟2 … , −𝑟𝑛)     
iii. (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)(𝑠1, 𝑠2, … , 𝑠𝑛) = (𝑟1𝑠1, 𝑟2𝑠2, … , 𝑟𝑛𝑠𝑛)  
Dengan (0,0, … ,0) sebagai elemen nol/identitas. 𝑅 disebut jumlahan 
langsung eksternal dari 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛 dan dinotasikan sebagai 
𝑅1 ⊕ 𝑅2 ⊕ … ⊕ 𝑅𝑛. 
 
Definisi di atas menunjukkan bahwa jumlahan langsung external dari ring 
𝑅1, … , 𝑅𝑛 adalah  





dengan operasi penambahan dan perkalian bersifat komponen. 
Contoh 4.1 
Diketahui ℤ2 = {0,1} dan ℤ4 = {0,1,2,3} merupakan ring. 
Jumlahan langsung eksternal dari ℤ2 dan ℤ4 adalah  
ℤ2⨁ℤ4 = {0,1}⨁{0,1,2,3}  
 = {(0,0), (0,1), (0,2), (0,3), (1,0), (1,1), (1,2), (1,3)}  
b. Jumlahan langsung internal 
Definisi 4.2(hartley dan hawkes, 1970:34) 
Misal R adalah ring, dan  𝐽1, … , 𝐽𝑛 adalah ideal-ideal dari R, sedemikian 
sehingga 
(i) 𝑅 = ∑ 𝐽𝑖
𝑛
𝑖=1 , dan 
(ii) 𝐽𝑖 ∩ ∑ 𝐽𝑗 = {0},𝐽≠𝑖  untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛. 
Maka R disebut sebagai jumlahan langsung internal dari ideal-ideal 𝐽𝑖 yang 
dinotasikan sebagai 𝑅 = ⨁𝐽𝑖 . 
Definisi di atas menunjukkan bahwa suatu ring R disebut jumlahan 
langsung internal dari ideal-ideal 𝐽1, … , 𝐽𝑛  jika berlaku: 
𝑅 =  𝐽1 + 𝐽2 + ⋯ + 𝐽𝑛 
dan 
𝐽𝑖 ∩ (𝐽1 + 𝐽2 + ⋯ + 𝐽𝑖−1 + 𝐽𝑖+1 + ⋯ + 𝐽𝑛) = {0}, untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛. 
Contoh 4.2 
 Misal ℤ6 adalah ring dan 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 adalah ideal-ideal dari ℤ6, dimana 𝑃1 = {0}, 
𝑃2 = {0,3} , 𝑃3 = {0,2,4}, ℤ6 merupakan jumlahan langsung internal dari 𝑃1, 
𝑃2, 𝑃3, karena: 
a. 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 = {0} + {0,3} + {0,2,4}    
 = {0,1,2,3,4,5} 





     = {0}  
c. 𝑃2 ∩ (𝑃1 + 𝑃3) = {0,3} ∩ {0,2,4} 
     = {0}  
d. 𝑃3 ∩ (𝑃1 + 𝑃2) = {0,2,4} ∩ {0,3} 
     = {0} 
Apabila di ambil 𝑃3 = {2,4} maka ℤ6 bukan jumlahan langsung internal dari 𝑃1, 
𝑃2, 𝑃3, karena 𝑃3 bukan ideal di ℤ6 (karena apabila diambil 0 ∈ ℤ6, dan 2 ∈ 𝑃3 
maka 0 × 2 = 0 ∉ 𝑃3 ) 
 
2. Sifat – sifat jumlahan langsung pada ring 
Pada bagian ini akan diuraikan sifat-sifat jumlahan langsung pada ring beserta 
pembuktiannya. 
Teorema 4.1 
Jumlahan langsung eksternal dari ring adalah ring. 
 
Bukti  
Diketahui 𝑅 = 𝑅1⨁𝑅2⨁ … ⨁𝑅𝑛 merupakan jumlahan langsung eksternal dari 
ring 𝑅𝑖, dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛.  
Ambil sebarang  𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, tulis 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛), 𝑐 =
(𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛), untuk suatu 𝑎1, 𝑏1, 𝑐1 ∈ 𝑅1, 𝑎2, 𝑏2, 𝑐2 ∈ 𝑅2, 𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 𝑐𝑛 ∈ 𝑅𝑛, akan 
ditunjukkan (𝑅, +,∙) merupakan ring. 
i. (𝑅, +) grup 
1. Tertutup 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅. 





          = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)  
dengan (𝑎1 + 𝑏1) ∈ 𝑅1, (𝑎2 + 𝑏2) ∈ 𝑅2, … , (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ∈ 𝑅𝑛 
jadi (𝑎 + 𝑏) ∈ 𝑅 
2. Asosiatif 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐).  
(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = ((𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)) + (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  
= (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) + (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  
= ((𝑎1 + 𝑏1) + 𝑐1, (𝑎2 + 𝑏2) + 𝑐2, … , (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) + 𝑐𝑛)  
= (𝑎1 + (𝑏1 + 𝑐1), 𝑎2 + (𝑏2 + 𝑐2), … , 𝑎𝑛 + (𝑏𝑛 + 𝑐𝑛))  
= (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + ((𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) + (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛))  
= 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)  
3. Terdapat unsur identitas 
Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 𝑒 ∈ 𝑅, sehingga 𝑎 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑎 = 𝑎. 
Ambil sebarang 𝑎 ∈ 𝑅, akan ditunjukkan terdapat 𝑒 ∈ 𝑅 tulis 𝑒 =
(𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑛), dengan 𝑒1 ∈ 𝑅1, 𝑒2 ∈ 𝑅2, … , 𝑒𝑛 ∈ 𝑅𝑛 sehingga berlaku 
𝑎 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑎 = 𝑎 
Pilih 0𝑅 ∈ 𝑅, tulis 0𝑅 = (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛), dengan 0𝑅𝑖 ∈ 𝑅𝑖 , 0𝑅𝑖 adalah 
unsur identitas di 𝑅𝑖 . 
Perhatikan bahwa: 
𝑎 + 0𝑅 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛)  
   = (𝑎1 + 0𝑅1 , 𝑎2 + 0𝑅2 , … , 𝑎𝑛 + 0𝑅𝑛)  
   = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)   





 = (0𝑅1 + 𝑎1, 0𝑅2 + 𝑎2, … , 0𝑅𝑛 + 𝑎𝑛)  
 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)  
Jadi 0𝑅 ∈ 𝑅 adalah unsur identitas di 𝑅. 
4. Untuk setiap unsur memiliki invers 
Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝑅 sehingga 𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 0𝑅 . 
Ambil 𝑎 ∈ 𝑅 sebarang, akan ditunjukkan terdapat 𝑎−1 ∈ 𝑅 sehingga berlaku 
𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 0𝑅  
Diketahui 0𝑅 = (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛)  
𝑎 + 𝑎−1 = 0𝑅  
(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + 𝑎
−1 = (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛)  
𝑎−1 = (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛) − (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)  
= (0𝑅1 , 0𝑅2 , … , 0𝑅𝑛) + (−𝑎1, −𝑎2, … , −𝑎𝑛)  
= (0𝑅1 + (−𝑎1), 0𝑅2 + (−𝑎2), … , 0𝑅𝑛 + (−𝑎𝑛))  
= (−𝑎1, −𝑎2, … , −𝑎𝑛) ∈ 𝑅 
Sehingga 𝑎−1 = (−𝑎1, −𝑎2, … , −𝑎𝑛) adalah unsur invers untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅. 
5. Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
(𝑎 + 𝑏) = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)  
  = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, … , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)  
  = (𝑏1 + 𝑎1, 𝑏2 + 𝑎2, … , 𝑏𝑛 + 𝑎𝑛)  [karena 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝑅𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛] 








ii. (𝑅,∙) semigrup 
1. Tertutup 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 berlaku 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑅. 
𝑎 ∙ 𝑏 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)  
          = (𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏2, … , 𝑎𝑛𝑏𝑛)  
dengan (𝑎1𝑏1) ∈ 𝑅1, (𝑎2𝑏2) ∈ 𝑅2, … , (𝑎𝑛𝑏𝑛) ∈ 𝑅𝑛 
jadi (𝑎 ∙ 𝑏) ∈ 𝑅 
2. Asosiatif 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐). 
(𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = ((𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)) ∙ (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  
= (𝑎1 ∙ 𝑏1, 𝑎2 ∙ 𝑏2, … , 𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛) ∙ (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  
= ((𝑎1 ∙ 𝑏1) ∙ 𝑐1, (𝑎2 ∙ 𝑏2) ∙ 𝑐2, … , (𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛) ∙ 𝑐𝑛)  
= (𝑎1 ∙ (𝑏1 ∙ 𝑐1), 𝑎2 ∙ (𝑏2 ∙ 𝑐2), … , 𝑎𝑛 ∙ (𝑏𝑛 ∙ 𝑐𝑛))  
= (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ ((𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∙ (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛))  
= 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)  
3. (𝑅, +,∙) distributif kanan dan kiri 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, berlaku: 
1. (𝑎 + 𝑏). 𝑐 = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐 
2. 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐 
1. Distributif kanan 
(𝑎 + 𝑏). 𝑐 = ((𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) + (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛)) ∙ (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  





= ((𝑎1 + 𝑏1) ∙ 𝑐1, (𝑎2 + 𝑏2) ∙ 𝑐2, … , (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) ∙ 𝑐𝑛)  
= ((𝑎1 ∙ 𝑐1 ) + (𝑏1 ∙ 𝑐1), (𝑎2 ∙ 𝑐2 ) + (𝑏2 ∙ 𝑐2), … , (𝑎𝑛 ∙ 𝑐𝑛 ) +
     (𝑏𝑛 ∙  𝑐𝑛)    
  = (𝑎1 ∙ 𝑐1, 𝑎2 ∙ 𝑐2, … , 𝑎𝑛 ∙ 𝑐𝑛 + 𝑏1 ∙ 𝑐1, 𝑏2 ∙ 𝑐2, … , 𝑏𝑛 ∙  𝑐𝑛)  
  = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛) + (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∙
      (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)  
  = 𝑎 ∙ 𝑐 + 𝑏 ∙ 𝑐  
2. Distributif kiri  
𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ ((𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) + (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)) 
= (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑏1 + 𝑐1, 𝑏2 + 𝑐2, … , 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛) 
= (𝑎1 ∙((𝑏1 + 𝑐1), 𝑎2 ∙ (𝑏2 + 𝑐2), … , 𝑎𝑛 ∙ (𝑏𝑛 + 𝑐𝑛))   
= ((𝑎1 ∙ 𝑏1 ) + (𝑎1 ∙ 𝑐1), (𝑎2 ∙ 𝑏2 ) + (𝑎2 ∙ 𝑐2), … , (𝑎𝑛 ∙
𝑏𝑛  ) + (𝑎𝑛 ∙ 𝑐𝑛)    
= (𝑎1 ∙ 𝑏1, 𝑎2 ∙ 𝑏2, … , 𝑎𝑛 ∙ 𝑏𝑛 + 𝑎1 ∙ 𝑐1, 𝑎2 ∙ 𝑐2, … , 𝑎𝑛 ∙  𝑐𝑛)    
  = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙ (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) + (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∙
       (𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛)   
= 𝑎 ∙ 𝑏 + 𝑎 ∙ 𝑐  ∎ 
Jadi, jumlahan langsung eksternal dari ring adalah ring. 
Contoh 4.3 
Diketahui ℤ = {… , −1,0,1,2,3, … } adakah ring. Misalkan: 
𝑃 = ℤ⨁ℤ  
 = {… , −1,0,1,2,3, … }⨁{… , −1,0,1,2,3, … }  





selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 𝑃 adalah ring. 
bukti 
Ambil 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ 𝑃 sebarang, tulis 𝐴 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗), 𝐵 = (𝑎𝑟, 𝑏𝑠), 𝐶 = (𝑎𝑚, 𝑏𝑛),  untuk 
suatu 𝑎𝑖 , 𝑏𝑗 , 𝑎𝑟, 𝑏𝑠, 𝑎𝑚 , 𝑏𝑛 ∈ ℤ. Diketahui 𝑃 tidak kosong karena (−1,0) ∈ 𝑃. 
1. (𝑃, +) grup komutatif 
a. untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑃 
𝑎 + 𝑏 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + (𝑎𝑟, 𝑏𝑠)  
 = (𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 , 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠)  
 dengan 𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 , 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠 ∈ ℤ 
  jadi, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑃 
b. untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 
(𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = ((𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + (𝑎𝑟 , 𝑏𝑠)) + (𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
= (𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 , 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠) + (𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
= (𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑚, 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠 + 𝑏𝑛)   (𝑖) 
𝑎 + (𝑏 + 𝑐) = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + ((𝑎𝑟, 𝑏𝑠) + (𝑎𝑚 , 𝑏𝑛))  
= (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + (𝑎𝑟 + 𝑎𝑚, 𝑏𝑠 + 𝑏𝑛)  
  = (𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 + 𝑎𝑚 , 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠 + 𝑏𝑛)   (𝑖𝑖) 
 jadi, berdasarkan (𝑖) dan (𝑖𝑖) diperoleh bahwa untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃    
berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 
c. Terdapat 𝑒 ∈ 𝑃 sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑎 = 𝑎  
pilih 𝑒 = (0,0) ∈ 𝑃 sehingga 





  = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)  
 = 𝑎  
 𝑒 + 𝑎 = (0,0) + (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)  
 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)  
 = 𝑎  
 jadi, 𝑒 = (0,0) ∈ 𝑃 adalah unsur identitas di 𝑃. 
d. untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑃, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝑃 sehingga 𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 𝑒 
diketahui 𝑒 = (0,0) 
𝑎 + 𝑎−1 = 𝑒  
⇔ (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + 𝑎
−1 = (0,0)  
⇔ 𝑎−1 = (0,0) − (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)  
⇔ 𝑎−1 = (−𝑎𝑖 , −𝑏𝑗)  
jadi, untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑃, terdapat 𝑎−1 ∈ 𝑃 sehingga 
𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 𝑒 
e. untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
𝑎 + 𝑏 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + (𝑎𝑟, 𝑏𝑠)  
  = (𝑎𝑖 + 𝑎𝑟 , 𝑏𝑗 + 𝑏𝑠) 
  = (𝑎𝑟 + 𝑎𝑖 , 𝑏𝑠 + 𝑏𝑗)  
  = 𝑏 + 𝑎  
jadi, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 
2. (𝑃,∙) semigrup 





𝑎 ∙ 𝑏 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) ∙ (𝑎𝑟 , 𝑏𝑠)  
 = (𝑎𝑖𝑎𝑟 , 𝑏𝑗𝑏𝑠)  
dengan 𝑎𝑖𝑎𝑟, 𝑏𝑗𝑏𝑠 ∈ ℤ 
jadi, untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃 berlaku 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑃 
b. untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃 berlaku (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 
(𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = ((𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑟 , 𝑏𝑠)) (𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
 = (𝑎𝑖𝑎𝑟 , 𝑏𝑗𝑏𝑠)(𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
 = (𝑎𝑖𝑎𝑟𝑎𝑚 , 𝑏𝑗𝑏𝑠𝑏𝑛)   (𝑖) 
𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)((𝑎𝑟, 𝑏𝑠)(𝑎𝑚, 𝑏𝑛))  
 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑟𝑎𝑚, 𝑏𝑠𝑏𝑛)  
 = (𝑎𝑖𝑎𝑟𝑎𝑚 , 𝑏𝑗𝑏𝑠𝑏𝑛)   (𝑖𝑖) 
 jadi, berdasarkan (𝑖) dan (𝑖𝑖) diperoleh bahwa untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃    
berlaku (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 
c. (𝑃, +,∙) distributif kanan dan kiri 
untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑃, berlaku: 
a. (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐 
(𝑎 + 𝑏)𝑐 = ((𝑎𝑖 , 𝑏𝑗) + (𝑎𝑟, 𝑏𝑠)) (𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
= (𝑎𝑖+𝑎𝑟 , 𝑏𝑗+𝑏𝑠)(𝑎𝑚, 𝑏𝑛)   
  = ((𝑎𝑖+𝑎𝑟)𝑎𝑚, (𝑏𝑗+𝑏𝑠)𝑏𝑛)  
 = (𝑎𝑖𝑎𝑚+𝑎𝑟𝑎𝑚, 𝑏𝑗𝑏𝑛 + 𝑏𝑠𝑏𝑛)  





 = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑚𝑏𝑛) + (𝑎𝑟 , 𝑏𝑠), (𝑎𝑚 , 𝑏𝑛)  
 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐  
b. 𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 
𝑎(𝑏 + 𝑐) = (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)((𝑎𝑟, 𝑏𝑠) + (𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
= (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑟 + 𝑎𝑚 , 𝑏𝑠 + 𝑏𝑛)   
= (𝑎𝑖(𝑎𝑟 + 𝑎𝑚), 𝑏𝑗(𝑏𝑠 + 𝑏𝑛))   
= (𝑎𝑖𝑎𝑟 + 𝑎𝑖𝑎𝑚 , 𝑏𝑗𝑏𝑠 + 𝑏𝑗𝑏𝑛)   
= (𝑎𝑖𝑎𝑟 , 𝑏𝑗𝑏𝑠) + (𝑎𝑖𝑎𝑚 , 𝑏𝑗𝑏𝑛)  
= (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑟 , 𝑏𝑠) + (𝑎𝑖 , 𝑏𝑗)(𝑎𝑚, 𝑏𝑛)  
= 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐  
jadi, 𝑃 adalah ring ∎ 
Teorema 4.2  
Jika 𝑅 = ⨁𝑃𝑖, dengan 𝑃𝑖 ideal dari R, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dengan:  
𝑄1 = 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑘1  
𝑄2 = 𝑃𝑘1+1 + 𝑃𝑘1+2 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2  





𝑄𝑟 = 𝑃𝑘1+𝑘2+…+𝑘𝑟−1+1 + 𝑃𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑟−1+2 + ⋯ + 𝑃𝑛  
maka 𝑅 = ⨁𝑄𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑟. 
Bukti  
Diketahui 𝑅 = ⨁𝑃𝑖 , dengan 𝑃𝑖 ideal dari 𝑅, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dan 
𝑄1 = 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑘1  
𝑄2 = 𝑃𝑘1+1 + 𝑃𝑘1+2 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2  








𝑄𝑟 = 𝑃𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑟−1+1 + 𝑃𝑘1+𝑘2+…+𝑘𝑟−1+2 + ⋯ + 𝑃𝑛  
akan dibuktikan 𝑅 = ⨁𝑄𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑟. 
karena 𝑅 = ⨁𝑃𝑖 maka berlaku: 
𝑅 = 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑛  
  = 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑘1 + 𝑃𝑘1+1 + 𝑃𝑘1+2 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2 + 𝑃𝑘1+𝑘2+1 +
        𝑃𝑘1+𝑘2+2 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2+𝑘3 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑟−1+1 + 𝑃𝑘1+𝑘2+⋯+𝑘𝑟−1+2 +
⋯ + 𝑃𝑛  
  = 𝑄1 + 𝑄2 + 𝑄3+. . . +𝑄𝑟  [tetap ideal di R, berdasarkan teorema 2.1] 
  = ⨁𝑄𝑗  ∎ 
Contoh 4.4 
Berdasarkan Contoh 4.2, ℤ6 = ⨁𝑃𝑖 , 𝑖 = 1,2,3,.  
Misal 
𝑄1 = 𝑃1 + 𝑃2  
= {0} + {0,3}  
= {0,3}  
𝑄2 = 𝑃3  
 = {0,2,4} 
akibatnya  ℝ3 = ⨁𝑄𝑗, 𝑗 = 1,2. 
Teorema 4.3(hartley dan hawkes, 1970:35) 
Jika R adalah jumlahan langsung internal dari ideal-ideal 𝐽1, 𝐽2, … , 𝐽𝑛, maka 
untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dapat ditulis secara tunggal bentuk 
𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 







Bukti   
Misalkan  𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 = 𝑟1′ + 𝑟2′ + ⋯ + 𝑟𝑛′ , dengan 𝑟𝑖 , 𝑟𝑖′ ∈ 𝐽𝑖. akan 
ditunjukkan 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖′. 
perhatikan bahwa 
𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 = 𝑟1′ + 𝑟2′ + ⋯ + 𝑟𝑛′  
⇔ (𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛) − (𝑟1′ + 𝑟2′ + ⋯ + 𝑟𝑛′) = 0  
⇔ (𝑟1 − 𝑟1′) + (𝑟2 − 𝑟2′) + ⋯ + (𝑟𝑛 − 𝑟𝑛′) = 0  
⇔ (𝑟1 − 𝑟1′) + (𝑟2 − 𝑟2′) + ⋯ + (𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖−1′) + (𝑟𝑖 − 𝑟𝑖′) + (𝑟𝑖+1 − 𝑟𝑖+1′) +
⋯ + (𝑟𝑛 − 𝑟𝑛′) = 0  
⇔ 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ = −(𝑟1 − 𝑟1′) − (𝑟2 − 𝑟2′) − ⋯ − (𝑟𝑖−1 − 𝑟𝑖−1′) − (𝑟𝑖 − 𝑟𝑖′) − (𝑟𝑖+1 −
𝑟𝑖+1′) − ⋯ − (𝑟𝑛 − 𝑟𝑛′)  
⇔ 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ = (𝑟1
′ − 𝑟1) + (𝑟2′ − 𝑟2) + ⋯ + (𝑟𝑖−1′ − 𝑟𝑖−1) + (𝑟𝑖′ − 𝑟𝑖) + (𝑟𝑖+1′ −
𝑟𝑖+1) + ⋯ + (𝑟𝑛′ − 𝑟𝑛)  
karena 𝑟𝑖 , 𝑟𝑖
′ ∈ 𝐽𝑖 , maka  𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ ∈ 𝐽𝑖  
selanjutnya karena 𝑟1
′ − 𝑟1 ∈ 𝐽1, 𝑟2
′ − 𝑟2 ∈ 𝐽2, … , 𝑟𝑖−1
′ − 𝑟𝑖−1 ∈ 𝐽𝑖−1,  𝑟𝑟+1
′ −
𝑟𝑖+1 ∈ 𝐽𝑖+1, … , 𝑟𝑛
′ − 𝑟𝑛 ∈ 𝐽𝑛 , maka ∑ (𝑗≠𝑖 𝑟𝑗
′ − 𝑟𝑗) = 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ ∈ ∑ 𝐽𝑗𝑗≠𝑖  
perhatikan bahwa 𝑅 merupakan jumlahan langsung internal, sehingga 
𝐽𝑖 ∩ ∑ 𝐽𝑗
𝑗≠𝑖
= {0} 
karena 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ ∈ 𝐽𝑖 dan 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ ∈ ∑ 𝐽𝑗𝑗≠𝑖 , akibatnya 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ ∈ 𝐽𝑖 ∩ ∑ 𝐽𝑗𝑗≠𝑖 = {0} 
sehingga diperoleh 𝑟𝑖 − 𝑟𝑖
′ = 0 
dengan bentuk lain 𝑟𝑖 = 𝑟𝑖
′.  





dengan 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖.  ∎ 
Contoh 4.5 
Misal ℤ6 adalah ring, dan 𝑟1 = {0}, 𝑟2 = {0,3}, 𝑟3 = {0,2,4} adalah ideal-ideal dari 
ℤ6. Perhatikan bahwa untuk setiap 𝑟 ∈ ℤ6 secara tunggal dapat di bentuk 
 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3,  𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝐽𝑖  yaitu 
0 = 0 + 0 + 0  
1 = 0 + 3 + 4   
2 = 0 + 0 + 2  
3 = 0 + 3 + 0  
4 =  0 + 0 + 4  
5 = 0 + 3 + 2  
Teorema 4.4(Hartley dan Hawkes, 1970:35)  
Jika 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dengan 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖 di mana 𝐽𝑖 adalah 
ideal-ideal dari R dan R adalah jumlahan langsung internal dari 𝐽𝑖, dengan 




𝜋𝑖: 𝑅 → 𝐽𝑖  
𝜋𝑖(𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑖+ ⋯ + 𝑟𝑛) = 𝑟𝑖  
terdefinisi dengan jelas. 









1. Akan dibuktikan 𝜋𝑖 homomorpisma ring 
Ambil 𝑟, 𝑠 ∈ 𝑅 sebarang, tulis  
𝑟 = (𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ +𝑟𝑖 + ⋯ + 𝑟𝑛), 𝑠 = (𝑠1 + 𝑠2 + ⋯ +𝑠𝑖 + ⋯ + 𝑠𝑛) ,dengan 
𝑟𝑖, 𝑠𝑖 ∈ 𝐽𝑖 ,  
𝑖 = 1,2, … , 𝑛  
p erhatikan bahwa: 
𝜋𝑖(𝑟 + 𝑠) = 𝜋𝑖((𝑟1 + 𝑟2+. . . +𝑟𝑖 + ⋯ + 𝑟𝑛) + (𝑠1 + 𝑠2+. . . +𝑠𝑖 + ⋯ + 𝑠𝑛) ) 
                = 𝜋𝑖((𝑟1 + 𝑠1) + (𝑟2 + 𝑠2)+. . . +(𝑟𝑖 + 𝑠𝑖) + ⋯ + (𝑟𝑛 + 𝑠𝑛))  
   = 𝑟𝑖 + 𝑠𝑖 
   = 𝜋𝑖(𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑖+ ⋯ + 𝑟𝑛) + 𝜋(𝑠1 + 𝑠2 + ⋯ + 𝑠𝑖+ ⋯ + 𝑠𝑛)  
   = 𝜋𝑖(𝑟) + 𝜋𝑖(𝑠)  
𝜋𝑖(𝑟 ∙ 𝑠) = 𝜋𝑖((𝑟1 + 𝑟2+. . . +𝑟𝑖 + ⋯ + 𝑟𝑛) ∙ (𝑠1 + 𝑠2+. . . +𝑠𝑖 + ⋯ + 𝑠𝑛)  
                = 𝜋𝑖((𝑟1𝑠1) + (𝑟2𝑠2)+. . . +(𝑟𝑖𝑠𝑖) + ⋯ + (𝑟𝑛𝑠𝑛))  
   = 𝑟𝑖𝑠𝑖 
   = 𝜋𝑖(𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑖+ ⋯ + 𝑟𝑛) ∙ 𝜋(𝑠1 + 𝑠2 + ⋯ + 𝑠𝑖+ ⋯ + 𝑠𝑛)  
   = 𝜋𝑖(𝑟) ∙ 𝜋𝑖(𝑠) 
jadi, 𝜋𝑖 homomorpisma ring  
2. Akan dibuktikan 𝜋𝑖 surjektif 
pilih 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖  sebarang, sehingga untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 ,berlaku 
𝜋𝑖(𝑟) = 𝜋𝑖(𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑖+ ⋯ + 𝑟𝑛)  
 = 𝑟𝑖 
jadi, 𝜋𝑖 bersifat surjektif  






Berdasarkan Contoh 4.5, untuk setiap 𝑟 ∈ ℤ6 secara tunggal dapat di bentuk 
 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + 𝑟3,  𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 ∈ 𝐽𝑖  , salah satunya yaitu: 
0 = 0 + 0 + 0   
selanjutnya akan dibuktikan bahwa: 
𝜋1: ℤ6 → 𝐽1  
𝜋1(0 + 0 + 0) = 0  
𝜋1 epimorpisma 
bukti: 
perhatikan bahwa  
a. 𝜋1((0 + 0 + 0) + (0 + 0 + 0)) = 𝜋1((0 + 0) + (0 + 0) + (0 + 0)) 
= 0 + 0 
= 𝜋1(0 + 0 + 0) + 𝜋1(0 + 0 + 0)  
 
𝜋1((0 + 0 + 0) ∙ (0 + 0 + 0)) = 𝜋1((0 ∙ 0) + (0 ∙ 0) + (0 ∙ 0))  
 = 0 ∙ 0  
 = 𝜋1(0 + 0 + 0) ∙ 𝜋1(0 + 0 + 0)  
𝜋1 homomorpisma 
b. ambil 0 ∈ 𝐽1 sehingga untuk (0 + 0 + 0) ∈ ℤ6 berlaku 
𝜋1(0 + 0 + 0) = 0  
𝜋1 surjektif 






B. Pembahasan  
Dalam penelitian yang berjudul penjumahan langsung pada modul oleh Yunita 
Wildanianti (2009) diperoleh kesimpulan tentang konsep dari penjumlahan 
langsung luar dan dalam pada modul, yaitu penjumlahan langsung luar adalah 
perkalian langsung dari kumpulan modul dan jumlahan langsung dalam adalah 
penjumlahan langsung dari kumpulan submodul yang memenuhi syarat tertentu. 
Sementara dalam penelitian ini didapatkan konsep dari jumlahan langsung 
eksternal dan jumlahan langsung internal yaitu jumlahan langsung eksternal 
adalah  hasil kali kartesian dari kumpulan ring 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛 yang dinotasikan 
dengan 𝑅 = 𝑅1⨁𝑅2⨁ … ⨁ 𝑅𝑛 yang telah di bahas dalam Definisi 4.1, jumlahan 
langsung internal adalah kumpulan dari ideal-ideal di 𝑅 yang memenuhi 𝑅 =
∑ 𝐽𝑖
𝑛
𝑖=1 , dan 𝐽𝑖 ∩ ∑ 𝐽𝑗 = {0},𝐽≠𝑖  untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛, dimana 𝐽𝑖 adalah ideal-ideal di 
𝑅 yang telah di bahas dalam Definisi 4.2. 
Sebuah jumlahan langsung dari S-near-ring adalah S-near-ring, sebagaimana 
yang  di jelaskan dalam penelitian yang berjudul hasil kali langsung S-near-ring 
dan S-near-ring bebas (Henry W.M Patti (2014). Hal ini menunjukkan bahwa 
sebuah jumlahan langsung dari suatu struktur aljabar tertentu adalah struktur 
aljabar itu sendiri. Hal ini  memotivasi terbentuknya Teorema 4.1. Dalam 
penelitian Yunita wildaniyanti (2009) juga membahas teorema yang isinya 
menunjukan bahwa jumlahan langsung internal dari submodul-submodul katakan 
𝑀 yang apabila jumlah dari tiap submodul merupakan jumlah dari submodul-
submodul lain maka 𝑀 juga merupakan jumlahan langsung internal dari 





Selain itu, dalam penelitian ini juga ditunjukkan bahwa bentuk 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ +
𝑟𝑛 ,  dengan 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖 hanya dapat ditulis secara tunggal untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅, di mana 
𝑅 adalah jumlahan langsung internal dari ideal-ideal nya yaitu 𝐽𝑖 , 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 
yang telah dibahas dalam Teorema 4.3. Notasi yang digunakan pada Teorema 4.3 
mengakibatkan pemetaan dari 𝑅 ke 𝐽𝑖 epimorpisma sebagaimana yang di bahas 







 Berdasarkan hasil penelitian disimpulkan beberapa hal berkaitan dengan 
rumusan masalah yaitu : 
1. Jumlahan langsung pada ring terdiri dari jumlahan langsung eksternal dan 
jumlahan langsung internal. Jumlahan langsung eksternal adalah  hasil kali 
kartesian dari kumpulan ring 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛 yang dinotasikan dengan 𝑅 =
𝑅1⨁𝑅2⨁ … ⨁ 𝑅𝑛. Jumlahan langsung internal adalah kumpulan dari ideal-
ideal di 𝑅 yang memenuhi 𝑅 = ∑ 𝐽𝑖
𝑛
𝑖=1 , dan 𝐽𝑖 ∩ ∑ 𝐽𝑗 = {0},𝐽≠𝑖  untuk 𝑖 =
1, … , 𝑛, dimana 𝐽𝑖 adalah ideal-ideal di 𝑅. 
2. Sifat-sifat jumlahan langsung pada ring meliputi: 
i. Jumlahan langsung eksternal dari ring adalah ring 
ii. Jika 𝑅 = ⨁𝑃𝑖, dengan 𝑃𝑖 ideal dari R, dengan  𝑄1 = 𝑃1 + 𝑃2 + ⋯ + 𝑃𝑘1, 
𝑄2 = 𝑃𝑘1+1 + 𝑃𝑘1+2 + ⋯ + 𝑃𝑘1+𝑘2 , ..., 𝑄𝑛 = 𝑃𝑘1+𝑘2+1 + 𝑃𝑘1+𝑘2+2 + ⋯ +
𝑃𝑛 maka 𝑅 = ⨁𝑄𝑖 
iii. Jika R adalah jumlahan langsung internal dari ideal-ideal 𝐽1, 𝐽2, … , 𝐽𝑛 maka 
untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dapat ditulis secara tunggal bentuk 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ +
𝑟𝑛 ,  dengan 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖.  
iv. Jika 𝑟 = 𝑟1 + 𝑟2 + ⋯ + 𝑟𝑛 untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dengan 𝑟𝑖 ∈ 𝐽𝑖 di mana 
𝐽𝑖 adalah ideal-ideal dari R dan R adalah jumlahan langsung internal dari 𝐽𝑖, 






Penelitian ini hanya membahas jumlahan langsung pada ring secara 
umum, begitupun dengan sifat-sifatnya. Sehingga bisa dilakukan penelitian 
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